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Ermittlung des Volumens und Oberflächeninhaltes  von krummlinigen Körpern  im Verfahren einer sphärischen Transformation








Je. Bessonow
Dieses Werk eröffnet vor dem Leser  eine neue Methode, womit sich das Volumen und der Oberflächeninhalt unterschiedlicher krummlinigen Körper ermitteln lassen. 
Das Verfahren der sphärischen Transformation enthält Elemente der  Ingenieursgrafik, die für das grafische Konstruieren der Schnitte eines Körpers und zum Aufbau eines mathematischen Modells benötigt sind. Mithilfe des mathematischen Modells werden Berechnungen des Volumens und des Oberflächeninhaltes durchgeführt. 
Es empfiehlt sich,  diese Prozedur in der Reihenfolge wie folgt zu erfüllen: 
1. Mit Techniken der Ingenieursgrafik wird im Grundriss das Konstruieren dreier  Hauptprojektionen des Körpers  gemacht;
2. Mit bekannten Methoden wird der Schwerpunkt des Körpers ermittelt; 
3. Über den Schwerpunkt und über die Winkel mit gleichen Werten wird Fächerweise eine Serie an Körperschnitten  gezogen; 
4. Auf dem Grundriss werden die Projektionen dieser Schnitte gezogen. 
5. Für jeden der konstruierten Schnitte ermittelt man je einen Schwerpunkt. 
6. Über die erhaltenen Schwerpunkte wird das Polarnetz an Linien oder eine metrische  Polarnetzschablone gelegt; 
7. Man misst (liest ab) die Längen der Krümmungsradien nach Strahlenabschnittslängen  des Polarnetzes aus einem Schwerpunkt bis  zum Schnittpunkt mit der Isoperimetrie des Schnittes, und man stellt die erhaltenen Ergebnisse in einer Tabelle zusammen;
8. Nach den Formeln, die im Folgendenangegeben sind, werden die Schnittflächen und die Längen deren Isoperimetrie berechnet;
9. Man führt  eine bedingte Transformation des krummlinigen Körpers zu einer Sphäre nach den im Folgenden ausgelegten Formeln durch; unter dem Einsatz  der bekannten Formeln für Sphäre wird das Volumen und der Oberflächeninhalt  eines krummlinigen Körpers berechnet. 
Auf der Abbildung 1. wird ein krummliniger isometrischer  Körper dargestellt,  der mit Fächerschnitten über die gleichen Werte des Winkels «Y»  in Übereinstimmung mit dem  Punkt 3 der Empfehlung geteilt wird. 
Auf der Abbildung 2. wird die Projektion eines der erhaltenen Schnitte gezeigt. In  dem Schnitt wird ein Polarnetz an  aus dem Schwerpunkt ausgehenden Strahllinien aufgebaut. Die Linien gehen bis zu Schnittpunkten mit dem Isoperimeter über die gleichen Werte des Winkels  «J». Jedem solchen Strahlen (Linien) wird das Symbol «Rn» verleiht.  Im Folgenden wollen wir  diesen Strahl einen Krümmungsradius nennen. 
Die Werte der abgelesenen Längen der Krümmungsradien «Rni»  werden in einer Tabelle zusammengestellt. Sind alle Werte Rni für sämtliche konstruierten Schnitte des Körpers Sn ermittelt, so berechnet man dann die Schnittflächen Sn und die Längen deren Isoperimeter Ln. 
Die Schnittflächen mit einer konvexen Form werden nach folgender Formel berechnet: 
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Die Schnittflächen mit einer konkaven Form werden nach folgender Formel berechnet: 
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Die Schnittflächen mit einer gemischt konvexen und zugleich konkaven Form werden nach folgender Formel berechnet: 
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Geometrischer Sinn der Formel (1.1.) besteht darin, dass man zunächst  die Summe an Flächen erhielt, die sich als Produkt von Längen der «benachbarten» Krümmungsradien Rn und Rn+1 ergeben, welche die Sektoren des Schnittes Sn abschneiden. Dann wird von der erhaltenen Ebene ein Teil gleich  J/360(  des Flächenwertes abgeschnitten,  und zum Schluss gibt man dem abgeschnittenen Flächenanteil die Form eines Kreises, indem man diesen Wert mit der Zahl ( multipliziert. 
In der Formel (1.2) werden von der  Querschnittfläche Sn die Flächen der «Segmente» in Abzug gebracht, welche sich bei einer konkaven Isoperimetrie durch «Sehnen» der Sektoren außerhalb der Schnittfläche Sn bilden werden. Aus dieser Prozedur ergibt sich die Kreisfläche Sn`` mit dem Radius Rs.n’. 
Für die Schnitte mit  einer gemischt konvexen und konkaven Form erfolgen die Berechnungen in zwei Stufen. Zunächst wird die Summenfläche an Sektoren mit konvexer Isoperimetrie, dann die Summenfläche an Sektoren mit konkaver Isoperimetrie berechnet. Die  Fläche des Kreises Sn``` mit dem Radius Rs.n" ergibt sich nach Rundung mithilfe der Zahl ( als Summe an Sektorflächen mit konvexen und mit  konkaver Isoperimetrie.  
Die Abbildung 3 zeigt schematisch die Fläche eines Kreises Sn mit dem Radius Rs.n, der sich nach Transformation der Schnittfläche zum Kreis nach folgender Formel erhalten lässt: 
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(2)
Das Isoperimeter - d.h. die Länge einer Kurve, welche die Schnittfläche Sn begrenzt -  wird nach folgender Formel berechnet: 
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Geometrischer Sinn der Formel  (3) besteht darin, dass man die Summe an Längen der «Sehnen» der Kurve sämtlicher Schnittsektoren  um 
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 Mal erhöht, und man damit das krummlinige Perimeter des Schnittes zum Kreis mit dem Radius R´m (Abbildung 3) transformiert, wo folgende Formel für Transformation gelten wird:  
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(4)
Vor der Abschlussstufe der sphärischen Transformation des Körpers werden Mittelwerte, Ru und Lu nach folgenden Formeln ermittelt:  
Mittelwert des Krümmungsradius für alle konstruierten Körperschnitte: 

[image: image8.wmf]Ru

Rs

Rs

Rs

Rs

Rs

Rs

Y

n

=

+

+

+

°

{

[

(

.

.

)

(

.

.

)

.

.

.

(

.

.

)

]

(

/

)

}

1

2

2

3

1

180



(5)
Mittelwert der  Isoperimetrie für alle konstruierten Körperschnitte: 
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Geometrischer Sinn der Formeln  (5) und (6) besteht darin, dass man hier allen aus der Formel  (2) gerundeten Körperschnitten einen Einheitsradius Ru als geometrischer Mittelwert gibt, und man den aus der Formel  (4)  gerundeten Isoperimeter der Schnitte eine durchschnittliche, einheitliche  Isoperimetrie Lu verleiht. Die Abbildung 4 zeigt anschaulich den Vorgang der Mittelwertbildung für Rs.n und Ln.  Hier wird der Fächerweise geschnittene Körper im Grundriss so gedreht, damit die über den Schwerpunkt des Körpers gehende Drehachse 0-0´ der Schnitte  senkrecht der Grundrissebene stehen kann. Mit so einer Anordnung des Körpers im Grundriss sollten die gerundeten Schnittflächen Sn in der Abbildung  wie gerade Linien mit einem Wert gleich deren Durchmessern aussehen, wo 
D = 2 Rs.n. Weil die gerundeten Schnitte eines krummlinigen Körpers unterschiedliche Durchmesser haben, lässt sich für deren Mittelwertbildung die Formel (5) verwenden. 
Auf dieselbe Weise erfolgt auch die Mittelwertbildung für die Isoperimetrie der Körperschnitte (Formel 6), doch in diesem Fall verstehen sich unter den Durchmessern (Abbildung 4) nicht Durchmesser der gerundeten  Körperschnitte, sondern Durchmesser eigentlicher Kreise, wo D´= 2 R´m.  Nach Berechnung der Werte Ru und Lu geht man  zur Ermittlung des Volumens und des Oberflächeninhaltes eines krummlinigen Körpers unter dem Einsatz  der bekannten Formeln für eine Sphäre über. 
Volumen eines krummlinigen Körpers:
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Vollständiger Oberflächeninhalt eines krummlinigen Körpers: 
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(8)
	Rn 
	=
	Länge der Krümmungsradien mit der gleichen Länge;

	J
	=
	Wert des Sektorwinkels zwischen «benachbarten» Krümmungsradien, Grad;

	Y
	=
	Winkelwert zwischen schneidenden Ebenen, Grad;

	n
	=
	Anzahl an konstruierten (abgelesenen) Krümmungsradien auf konvexen Abschnitten der Isoperimetrie des Schnittes;

	n´
	=
	Anzahl an konstruierten (abgelesenen) Krümmungsradien auf konkaven Abschnitten der Isoperimetrie des Schnittes;

	m
	=
	Anzahl an Fächerweise konstruierten Körperschnitten. 


Wo:    
Je nach angenommenen Werten für die Winkel J und Y können die Formeln für sphärische Transformation (1 bis 8) eine  recht hohe Genauigkeit der Berechnungen erzielen. Die Formel (3) kann z.B. im Vergleich mit der bekannten Formel für Länge einer Ellipse den Fehler weniger als 1 %  sogar bei J = 90( geben. 
Für krummlinige Körper und Flächen, welche durch eine Kurve begrenzt sind, empfiehlt es sich je nach gewünschter Genauigkeit der Berechnungen folgende Werte der Winkel J und  Y zu verwenden: 
· für recht annähernde Berechnungen:                  45( ( 30( ;
· für annähernde Berechnungen:                           30( ( 15( ;
· für Durchschnittsgenaue Berechnungen:                          15( ( 5(;


· für genaue Berechnungen:                                   5( ( 1(
· für recht  genaue  Berechnungen:                        ( 1(
Wollen wir auch einen Einzelfall betrachten, wo die Aufgabe in Ermittlung der Länge irgendwelcher Einzelkurve  besteht (Abbildung 5)
Zur  Ermittlung der Kurvenlänge sind zunächst deren Ende mit der Geraden AB  zu verbinden, dann zieht man die Strahl C  senkrecht vom Zentrum der Gerade AB aus.  Über die so erhaltene Strahl C  ist das Zentrum der metrischen  Polarnetzschablone zu legen. Das Zentrum der Schablone muss auf einem Abstand von der Geraden AB mehr oder gleich wie die Halbe der  Länge AB so aufliegen, damit die durch den Winkel G ausgebildeten Strahlen der Schablone über die Punkte A und B liegen kommen.  Dann werden die Längen der erhaltenen Krümmungsradien  R1, R2, ... Rn über die gleichen Werte des Winkels J der Schablonenstrahlen abgelesen, wonach die Kurvenlänge  aus der Formel wie folgt berechnet wird: 
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       (9)
Die oben erhaltenen Formeln (1 - 9) lassen sich für Berechnungen verschiedenen geometrischen Parameter universell verwenden, u.zw.: Für Längen der Kurven, Kreise, Ellipsen, eiförmige Kurven (d.h. für geschlossenen konvexen Kurven) bzw. für die Flächen, welche alle diesen Kurven begrenzen, und auch für Volumenkörper; für Volumina und vollständige Oberflächeninhalte folgender Körper: Sphären, Sphäroide, Ellipsoide u.a. 
Zur Berechnung von Flächen und Isoperimetrie ebener Oberflächen mit einer zusammengesetzten Form braucht man vorher die «komplizierten» Abschnitte der Oberfläche mit Kreisen abzuschneiden und gerade  Strecken der Isoperimetrie so zu runden, wie dies die Abbildung 6 zeigt. In diesem Fall wird  das Oberflächenelement in 3 Abschnitten geteilt, mit Oberflächeninhalten S1, S2, S3, wo Sn = S1+S2+S3. Die Flächenelemente S1, S2, S3 werden durch die Kreise mit Radien r4, r5, r6 gerundet. Nach der Rundung werden diese Flächenelemente folgende Oberflächeninhalte bzw. Längen der Isoperimetrie haben: 
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Danach werden die Oberflächeninhalte S’1, S’2, S’3 und deren Isoperimeter L’1, L’2, L’3 ermittelt, und dann wird nach Pkt., Pkt. 5-8 der Empfehlung und nach den Formeln 1, 2, 3 Folgendes ermittelt bzw. berechnet:
Vollständiger Flächeninhalt  der Oberfläche Sn 
ergibt sich aus der Formel: 
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Die Länge der Isoperimetrie Ln ergibt sich aus der Formel: 
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Falls das zu forschende Oberflächenelement Sn (Abbildung 6) ein der Schnitte eines krummlinigen Körpers sein sollte, wo man sein Volumen und Oberflächeninhalt zu ermitteln braucht, so werden dann nach Berechnungen von Sn und Ln  die Handlungen aus den Pkt. Pkt. 5 bis 9 der Empfehlung durchgeführt. 
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